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Premiere partie

I-1 Premieres propriétés de 'ensemble & des suites complexes périodiques :

(a)

e L'ensemble .7 (U) des périodes est une partie de N* non vide ( par définition ). Donc elle admet un plus

petit élément py.

e Soit p une période de U, pour tout entier ¢, pq est encore une période car pour tout entier n, on a:
Un4pg = Un+pg—1 = --- = Un4p = Un.

On obtient donc poN* € 7 (U).

Inversement, soit p > 0 une période de U. On effectue la division euclidienne de p par pg qui est non nul.

P=qpo+T

o 0 < 7 < pg. On sait que p et que gpo sont de périodes de U donc, pour tout entier n,

Un+r = Un+p—qpo = Un—gpo = Un-
D’apres la définition de pg, nécessairement r = 0. Ce qui implique que p € poN*. D’otr :
T (U) = poN*.
e La suite ) est constante, pour tout entier p > 0 et tout entier n on a : wy4, = wy. On en déduit que
T () =N*.
e Pour toutn € N, ¢, = Re (ew) = cos <(n+21)ﬂ>, donc ¢, +4 = ¢;,. Les premiers termes de la suite

C sont
co=0,c1=—1,c0=0,c3=1,c4 =0,c5 = —1.

Donc 1, 2 et 3 ne sont pas des périodes, par conséquent la plus petite période est 4. On en déduit que
T (C) = 4N*.

Soit U = (un)nen une suite périodique et p > 0 une période. Montrons que U est bornée, en effet, soit
M = max(|ug|, ..., |[up—1]). Pour tout entier n, il existe ¢ € Netr € [0,p — 1] tel que n = pg + r. Donc :

|tn| = Jtpgir| = ur| < M

Cela implique que U est bornée et que |U||oc = M.D’ott: & C A.
Vérifions maintenant que & est un sous-espace vectoriel de %.
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o La suite nulle est périodique (de période 1) donc & # @.

e Soit U € & et A € C, la suite \U appartient encore a & car une période p > 0 de U est encore une
période de \U.

e Soit (U, V) € 22%. On considere p > 0 une période de U et ¢ > 0 une période de V. Posons alors r = pq.
C’est une période de U + V car, pour tout entier naturel n,

(U +V)ntr = Unipg + Vnipg = Un + v = (U+ V).

Cela implique que U + V est périodique.
On en déduit que I’ensemble &7 est un sous-espace vectoriel de I'espace 4.

(c) Supposons par l'absurde que & est de dimension finie. Soit Uy, ..., U,, une base de &. On note p1, ..., p,
les périodes des suites Uy, ..., U,.
D’apres la démonstration ci-dessus, toute combinaison linéaire des suites Uy, ..., U, est une suite pério-
dique de période p = p; X ... X p,. Considérons V' une suite de période minimal p + 1 par exemple la suite
définie par

1 si (p+1)divisen

Y N = .
neR, Un {O si sinon

La suite V' n’est pas engendrée par la famille (Uy, ...,U,,), c’est absurde. Finalement, & n’est pas de di-
mension finie .
[-2 Décomposition de &7 en somme directe.
(@) Soit U = (un)nen et p une de ses périodes. Montrons d’abord que

vneN, A(U,p,n) = A(U,p,0).

Par division euclidienne de n par p, ona n = pg + r avec r € [0, p — 1]], on peut écrire :

1 p—1 1 p—1 p+r 1 p+r 1
IS IS 2 =y ZW* Z .
p k=0 p k=0
Or
p+r—1 p+r—1 r—1
DTS SRS i
k=p k=p 7=0
D’ou,

A(U,p,n) Zumrk—f Zuz—i-Zuj = A(U, p,0).

Vérifions maintenant que A(U,p,0) = A(U, po,0) ot py est la plus petite période de U. D’apres ce qui
précede, il existe alors ¢ € N* tel que p = poq, puis, par division euclidienne par py, tout entier k& €
[0, p — 1], s’écrit de maniere unique k = ppi +r ottr € [0,pp — 1] eti € [0,¢g —1].Ona:

—1 q—1po—1
A(U p: Z poq Z Z Upgitr-
k i=0 r=0

Mais, pour tout entier ¢, on a:
q—1 q—1
Zupoi-i-r = Z Uy = qUr.
i=0 i=0

g—1po—1 pO*l

1
A(U pv Up = Uy = A(Uv bo, O)
Y i=0 =0 Po 150

r=
Finalement, pour tout entier n et toute période p, A(U,p,n) = A(U, po,0). Cela montre que ce terme ne
dépend ni de 'entier n ni du de la période p de U.
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(b) On vient de voir que L(2) = 1 ( 2 est de période 1 ). On a vu que C était de période 4 donc L(C) =

1
Z(CO +c1+ ¢ +03) =0.

(c) Onremarquer que L(2) =1 # 0etque L(C) = 0. Donc Q2 ¢ & et Z # {0}.
Soit U une suite périodique, la suite V =U — L(U)Q2 € &, car

L(V)=LU-LU)Q) =L({U)—-LU)LN) =0
DoncU =V + L(U)Q avec V € Py et L(U)Y € P, ce qui prouve que U € Py + ;. D'our:
P =Py + .
Soit U € ¥y N 1, donc U est 1-périodique et son premier terme est nul, donc U est la suite nulle. D’our :
P =PyD .

I-3 Ftude d’un endomorphisme D, de .
(a) e Soit p une période de U, pour tout entier n,

/ !/
un+p = U»,H_p_;,_l — un-i—p = Unp+1 — Up = Uy,.

Cela prouve que U’ est périodique, donc U’ € & et que l'application D transforme & sur £.
e Soit U et V dans & et A\, dans C. Notons W = AU + uV et U’ = D(U), V' = D(V) ainsi que
W' = D(W).Onaalors pourn € N,ona:

/
W, = Wnpt1 — Wn

= ()\un-‘rl + /J,Un+1) - (Aun + //fun)
= AMunt1 = un) + p(Uns1 — vn)
= \uj, + pol,

Cela montre que D(\U + uV) = AD(U) + uD(V') et donc que D est un endomorphisme de &.
e Puisque (2 est de période 1, alors D({2) = 0. D’apres ce qui précede une période C est aussi une période
de C' = D(C). 1l suffit donc de calculer ¢}, ¢}, ¢, et ¢5. On a alors

ch=-1,cy=1,cy=1letcy, =—1

On en déduit que pour tout entier 7,

;| —1 si n=0ou3modulo 4
=11 sisinon '

e Soit U € ker(D). Pour tout n € N, w41 = uy,. Cela implique de U est constante. Réciproquement, si U
est constante D(U) = 0. On obtient
ker(D) = Vect(Q2).

e Soit U’ € Im(D) etU € & tel que U’ = D(U). Soit p une période de U, c’est aussi une période de U’, on
a:

1 15 1
L(U") = *Z *Z Up1 — Uk) E(Up—uo)zo
k=0

E
’U

Donc Im(D) C .

Montrons maintenant que &, C Im(D). Soit U telle que L(U) = 0. On cherche V telle que U = D(V'). Cela
implique que pour tout entier n, u,, = v,4+1 — v,. En utilisant un télescopage on voit que nécessairement,
pour tout entier n,

n—1
Uy, — Vo = Zuk
k=0



n—1

Posons dong, en prenant par exemple vy = 0, la suite V' définie par : v, = Z ug. On remarque que si p

k=0
est une période de U et n € N,
n—+p—1
Uptp — Un = Z up, = pA(U,p,n) = pL(U) = 0.
k=n

Cela prouve que V est périodique. Il est alors aisé de vérifier que D(V) = U. D’ot:
hn(LU::<9%.

(b) Comme Im(D) = ), I'espace vectoriel ¥ est stable par D. Soit U € &) etV de & telleque D(V) =U.
D’apres ce qui précede
V=W+W

ouVy € PyetV) € . La suite Vjj est donc un antécédent de U dans Z; et tout autre antécédent
de U est de la forme Vj 4+ AQ2 car ker(D) = £;. Donc U a un unique antécédent dans % et par suite
I'endomorphisme induit sur &, par D est un automorphisme.

(c) Soit U € &y un éventuel vecteur propre et A une éventuelle valeur propre associée. On a donc

Vn eN, u, = Auy,

ou encore
VneN, upyr = (A4 1Duy,.

La suite U est donc nécessairement une suite géométrique de raison A ot de plus ug # 0 car U # 0.

Si p est une période de U, on a alors u, = (1 + X\)Pup = ug donc (1 + )P = 1. Cela implique que A = 1 — 1
ou u est une racine p-eme de l'unité .

Réciproquement pour tout entier p non nul et toute racine p-éme de 1'unité différente de 1, si on pose
u, = p", la suite U est périodique (elle admet p pour période), on a

1 1—puP
L(LQ ::i;ji:lik:: ::07

donc U € &.
Finalement les valeurs propres de D sont les nombres complexes A de la forme p—1 o1 11 est une racine de
I'unité différente de 1 et1’espace propre associé est la droite vectorielle engendrée par la suite géométrique
de raison .
I-4 Etude d’une application linéaire de Z; dans 2.
(a) Il est clair que 6 est linéaire. Il reste a montrer que 6 est bien a valeurs dans #.
Soit U € . Soit p une période de U. Montrons que p est une période de U*. Pour toutn € N,on a:

n—+p
wh, =+ Y up=uj+pLU) =u},
k=n-+1

carU € #y.Donc §(U) =U* € 2.
(b) Soit U € ker(#). Alors Vn € N¥,

Up =Uy —Uyp_1=0—0=0

et par périodicité vy = 0. Donc U est la suite nulle. La réciproque est évidente par linéarité de 6. Ainsi
ker(f) = {0} et 6 est injective.
Soit V' € & de période p. Posons U = (uy,)nen avec uy, = v, —vp—1 sin € N* et ug = v, — v,—1. Alors pour
toutn € N,
" - _ o= vpa=u, sin>1
ntp = Untp T Untp—1 = vp—vp_1=v9 sin=0
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Donc U est p-périodique. Enfin,

kp

Zuk—fz U — Vk—1) = Up — vg = 0.

k 1

Donc U € #, de plus §(U) = V. Ainsi 0 est surjective et Im(0) = Z.

Deuxieme partie

II-1 Soit U = (un)nen un élément de & et a un réel strictement supérieur a 1.

e La série E uy, converge si, et seulement si, son terme général est nulle.
neN

e Comme U est bornée ( & C #), alors il existe M > 0 tel que Vn € N, |v,| = Un

nol =

M .
< —. Comme la série
nO{

1 .
g — est convergente, la série E vy, est absolument convergente, donc convergente.
n
neN* neN*

II-2 (a) Ona:
Lo N (2 (L
kp+j  kp\1+2L ) pk ok O\ & ok pk2 T\

(b) Pour tout k € N*,ona:

1 —! 1 1 1 1
_ J _ _ S
wk_;)kp—i-]_ Z k; ijZ_%]uj k2+0<k2>

7=0

Deux cas sont possibles :

e SiU € & alors wy, = < ) donc la série Z wy, converge absolument, donc converge.
keN*
e SiU ¢ P alors wy, Ajr kU Comme la série harmonique est divergente, la séries Z wy, diverge.
keN*
kp+p-1 p—1
(c) Pour tout k£ € N*, on pose aj, = Z % etag = Z % Par le changement d’indice i = kp + j et par
i=kp i=1

p-périodicité de U = (up)nen, On obtient :

kp+p—1 w g p—1 w
Ug Ykptj J
g - =W
IZ,; ckp+j Z_:O ki "
P Jj=

. o U A A
Montrons maintenant que les séries g wy, et g — sont de méme nature et qu’elles ont la méme

neN neN*
somme.

Prenons n un entier et k entier définie par kp < n < kp +p — 1.

n kp+p—1 kp+p-1

— Y wy_ Z )
] :

j=1 J =0 j=n+1 J



D’ou

n k kp+p—1 p—1
u;j luj] 1
DD w < Y, < ]
— , . J n+14
= 7=0 j=n+1 7=0
On conclut que la série de terme général w,, converge vers la méme limite que la série de terme général
Un
n

o) S
Un,

=D wn
n

n=1 n=0

N . - U . .
D’apreés les deux questions précédentes, E — converge, si et seulement si, E wj, converge ou encore,

neN* keN*
si et seulement si, U € .

II-3 Deux exemples :

. . . L ~ u
(a) Soit U € Z. Notons (s, )nen- la suite de sommes partielles associée a Z — . Pour toutn € N*,ona:
neN*

Zw’“ Zwk/ F=1at
1 np 1 p n—-1 )
/ Zwkt’“—ldt: / ZZwkl,Htkp“_ldt
—1 0 =1 k=1

12 oonod 1 — tPm
/ Zwit“lzt’ﬂ’dt: / Z 41 ——dt
0 k=1

1p—1
1 1 tom
/ itlfl dt + / wytP ™t dt
1 0 1

—tp 0 &= 1—tp
1Pl i -1 Pl
(AR P —t
= § w at+y [ ! dt
/0 1 Lol i=1 /0 1-¢
. P — o .
D’autre part, pour tout i € [1,p — 1], la fonction ¢ — T prolonge par continuité en 1 puisque
ottt i—p ) o P — ¢t
lim = , donc elle bornée. Donc il existe M; > 0 tel que V¢ € [0,1], |[——| < M; et par
t—11—1tP p 1—¢p
1 ] 1 1 _ p—
- M ti=
conséquent Pt < M; [ P = . Dot i = g / dt.
1 /0 1 ‘— /0 pn A 1—tp

La suite C' est bien dans & et est 4-périodique, donc

ZC/ tz 1 _ __/11_t3dt+/1t2_t3dt__/l dt __z
‘ 1—t4 o Jo 14 o 1—t47 Jy 1+t2 4

t 1 1
(b) Calculons la somme des Np premiers termes de la série E = ot N € N*. Notons H,, = 1 + 3 + ot —.
n n
neN



1-1

I1I-2

I1I1-3

Npt N—-1 p 1 N 1
z : n
n=1 k=1 j=1 =1

= Hynp— Hyn =In(Np) +v—In(N) —vy+o(1)
— n(p) + o(1).

p

. L. t .
Puisque la série g i converge ( E tn, = 0), alors la suite (Syp)Nen= converge vers la somme de la
neN* n n=1
série, d’olt :
¢
S(T) = E 2= lim Sy, =1 .
(T) —n N s, PP n(p)

Troisiéme partie

On remarque pour commencer que si U appartient a & et A est un complexe, L(AU) = AL(U) de maniere
évidente.

SiU etV sont deux suites de & et si on note p et g des périodes respectives. On sait que r = pq est une période
de U + V. On en déduit que

r—1
LU+V)=AU+V,r,0) = % > (u +vg) = A(U,7,0) + A(V,7,0) = L(U) + L(V)
k=0

car r est une période de U et V.
Soit U € &. Soit p une période de U,

1 p—1 1 p—1 1 p—1
L) = 23w < > ful < 23 Ul = 1U]loe-
P30 P20 P
L

On en déduit que L est 1-lipschitzienne et |||L||| = sup L) <1
U0 [|U]lso
L(Q

De plus, [[€]oc = 1 et L(2) = A(€,1,0) = wo = 1. Donc W = 1. Cela implique que ||| = 1.
oo

Py = ker(L) = L™'{0} est un fermé comme image réciproque d’'un fermé par une application continue.
Soit U dans £. Pour tout entier n, on a :

’U;z’ = |tnt1 — un| < |upt1] + Jun| < 2||U]o0

Si on considere la suite U définie par u,, = (—1)" pour tout entier n. On a que ||U||« = 1 alors qu’en notant
encore U' = D(U)onau) =u; —uy = (1) — 1 = —2etdonc | D(U)| « > 2. Donc || D] = 2.

On en déduit que || D(U)||oc < 2||U]|so. L'application D est 2-lipschitzienne.

Soit ¢ € N* et soit U la suite 2¢g-périodique telle que (ug, u1, ..., Ug—1, Ug, ..., U2g—1) = (1,1,...,—1,—1, ..., —1).
Cette suite appartient biena Zy et 0(U) = (1,2, ...,¢,¢q —1,¢—2,...,1,0,1,2,...), alors on a
180 o _ q _
Moo 1
o(U
Donc la fonction U — HH(UH)HOO n’est pas bornée sur & \ {0}. Ainsi l'application linéaire § n’est pas lipschit-

zienne de (g, |.[|so) vers (2, |||uo)-



[II-4 Etude de la continuité de la forme linéaire S :

1— ¢4 L+t+.. !
(a) Considérons la fonction ¢ € [0, 1][— A= =) _ :——i- t:_ qui est continue sur [0, 1] et se

1
prolonge par continuité en 1. Pour tout ¢ € [0,1],0 < 14+t < 2donc .

1 e 2
1+t+ ...+t
donc i :_+ tj 5(1 +t+ ... + t971). Par croissance de l'intégrale,

De plus, 1+t+..+t71 >0

11 . 12 1
IL> | —(4t+.. +tHdt=-S — ==
q‘/2(++ ) 24~ 41 2Z
0 7=0 k=1

Comme la série harmonique est divergente, la suite de ses sommes partielles a pour limite co+. On en
déduit par minoration que la suite (/;),en+ tend vers +oo.

N

. . 1, L. z .
(b) La suite (zy,)nen est bien un élément de #, donc la série 7 est convergente. La suite (Vy)y>1 est
E n >
neN*

. . . sz Y Z Z
donc une sous-suite de la suite de sommes partielles associée a la série E ~™. Calculons donc Vy. Pour

neN*
tout N e N*,ona:
2qNZ 2qN
Vy = Z"’ sz/tkldt
12qN 1 29 N—1
:u/z%ww:/z§}%MM%w
i=1 k=1
= 1 2k = 1=y
_ i— q i—
= zt = [ D
q 2gN 2 2gN
1t 11—t
S D e P
o |- 1—t2a 1—t2
=1 i=q+1
1 2qN 29—1
11— i—1 i—1
= /0 1_t2q Zt Z ¢ dt
= i=q+1

V1 — 2N /1 — e 11—t
= / Rl BH
o 1—t20 \ 1—¢ 1—t
1 1 —t9)(1 — 2qN 1 1 — ¢4 2qN
_ /( t)(1—t >&:Q_/ (LN
o (1—=t)(1+1t9) o (I—1)(1+1t9)

(1—t9)

(1—t)(1 +t9)
bornée par un certain M, > 0. Donc

1 2qN 1
1 — t9)24 M
/6)@§m/ﬁwh :
0 0

La fonction t — est continue sur [0, 1] et se prolonge par continuité en 1, donc elle est

1—t)(1+t9) 2N +1°
+o0 2
Donc on peut conclure que S(Z) = 2 o= Nl_lg_loo VN = 1.
(c) D’apres les calculs précédents, on a :
B _ L _,
Izl 1
[S(U)]

Mais lim I, = +oo. Donc la fonction U — o7
g—+00 -

lipschitzienne de (Z, ||.||) vers (C, |.]).

n’est pas majorée sur &, \ {0}. Donc S n’est pas



